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Abstrak. Model lubang hitam bermuatan (Reissner-Nordstrӧm) yang berada dalam kosmologi 
Frieedman-Robertson-Walker (FRW) untuk kasus 𝒌 = 𝟎. Parameter yang dicari adalah bentuk 
metrik Reissner-Nordstrӧm dalam ksomologi FRW dan kesesuaian dengan teorema Birkhoff serta 
bentuk evolusi semesta terhadap ukuran lubang hitam Reissner-Nordstrӧm. Selanjutnya akan 
ditinjau juga dinamika lubang hitam Reissner-Nordstrӧm yang tertanam dalam kosmologi FRW 
dengan menggunakan persamaan geodesik. Hasil penelusuran secara analitik memberikan bentuk 
persamaan differensial orde dua non-linear yang menghubungkan antara perubahan 𝒖(𝒓) terhadap 
𝝓 (sudut azimuth). 
Kata kunci : Persamaan Medan Einstein, Lubang Hitam Reissner-Nordstrӧm, kosmologi FRW, 
geodesik, 
Abstract. Charged black hole model (Reissner-Nordström) has been determined in Friedmann-
Robertson-Walker’s (FRW) cosmology for 𝑘 = 0. The aims in study are to found parameter 
metric Reissner-Nordström FRW cosmology and compatibility it with Birkhof’s theorm and shape 
the evolution of the universe to size of Reissner-Nordström’s black hole. The reviewed dynamics 
of Reissner-Nordström’s black hole embedded in FRW’s ccosmology by using equation of 
geodesic. The analytically result was shown second order of differential equation non-liniear that 
connect between change of radial 𝑢(𝑟) to azimuth angle (𝜙). 





Lubang hitam telah diteliti secara 
mendalam dan detail selama lebih dari empat 
puluh tahun yang silam sejak lahirnya teori 
Relativitas Umum yang dipelopori oleh Albert 
Einsten. Namun, hampir semua penelitian 
sebelumnya telah difokuskan pada lubang 
hitam yang terisolasi. Di sisi lain, tidak dapat 
pula dikesampingkan situasi yang penting dan 
lebih realistis di mana lubang hitam benar-
benar termuat dalam sebuah latar belakang 
alam semesta. Oleh karena itu, lubang hitam 
dalam sebuah latar belakang alam semesta 
merupakan topik yang sangat penting untuk 




Perumusan mengenai lubang hitam yang 
tidak terisolasi dimulai oleh  McVittie pada 
tahun 1933. McVittie menemukan metrik 
untuk partikel yang bermassa di  dalam 
semesta yang mengembang. Metrik ini 
memberikan contoh konkrit untuk sebuah 
lubang hitam Schwarzchild yang termuat 
dalam semesta  Frieedman-Robertson-Walker 
(FRW), meskipun belum ada gagasan 
mengenai lubang hitam pada saat itu[7]. 
Selanjutnya pada tahun  1993, solusi untuk 
multi-blackhole pada  latar belakang semesta 
deSitter  ditemukan oleh Kastor dan Traschen 





sistem dinamis lubang hitam dari Reissner-
Nordström yang ekstrim di latar belakang 
semesta deSitter. Metrik ini menggambarkan 
lubang hitam yang bergerak terhadap satu 
sama lain yang  mengikuti lintasan alam 
dalam ruang-waktu semesta deSitter. 
Selanjutnya pada tahun 1999, Shiromizu 
dan Gen melanjutkan dinamika lubang 
hitam Reissner-Nordstrom untuk versi 
yang berputar dalam semesta deSitter [11]. 
Kemudian pada tahun 2000 oleh K. Nayak 
dan dkk. mempelajari mengenai lubang 
hitam Schwarzchild dan Kerr dalam 
semesta Einsten yang tidak datar [9]. 
Namun semua keadaan tersebut tidak 
menggambarkan konsep realitas sekarang 
bahwasanya alam semesta tersebut 
mengembang. Di mana dalam semesta deSitter 
hanya menggambarkan konsep alam semesta 
yang vakum dan semesta Einsten 
menggambarkan konsep alam semesta yang 
stasioner. Oleh karena itu dilakukanlah 
penelitian oleh Chang Jun Gao dan Shuang 
Nan Zhang mengenai konsep yang lebih 
realistis di mana lubang hitam bermuatan yang 
termuat dalam semesta yang mengembang dan 
digambarkan melalui metrik Friedman-
Robertson-Walker (FRW) [5]. 
Penelitian yang dilakukan ini 
merupakan lanjutan penelitian yang dilakukan 
oleh Chang Jun Gao dan Shuang Nan Zhang 
mengenai metrik Reissner-Nordstrom dalam 
semesta FRW. Mereka meninjau gerak orbit 
planet di dalam medan Reissner-Nordstrom 
dalam semesta FRW yang dipengaruhi oleh 
evolusi alam semesta[5]. Namun dalam 
penelitian ini akan dicari dinamika lubang 
hitam yang bermuatan dalam kasus yang sama. 
 
II. PENURUNAN METRIK REISSNER-
NORDSTRӦM DALAM KOSMOLOGI 
FRW 
Bentuk dari metrik Reissne-Nordstrom 
diberikan oleh persamaan 
















𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2) 
Selanjutnya persamaan (1.1) ditulis ulang ke 
dalam koordinat bola yang isotropik. Karena 
dalam kasus kosmologi, seluruh materi 
dianggap sebagai fluida yang kontinu, 
homogen  dan isotropik. Pernyataan ini 
membawa kepada kesimpulan bahwa tidak ada 
pengamat galaksi yang dipandang istimewa di 
jagad raya ini, termasuk galaksi bima sakti. 
Dengan kata lain, seluruh pengamat bergerak 
bersama galaksi dan melihat proses yang 
berskala besar dan sama dalam evolusi jagad 
raya[10]. 
 Dengan diasumsikan 𝑥0 = 𝑣 dan 𝑥1 = 𝑥 
maka variabel transformasinya berdasarkan 
sistem koordinat koordinat Schwarzchild 
adalah [5] 
?̃? = 2𝑣 ;                        ?̃? = 2𝑙 ; 










Sehingga persamaan (1.1) dapat dituliskan 









































(𝑑𝑥2+𝑥2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2) 
 Selanjutnya, tinjau persamaan metrik 
Frieedman-Robertson-Walker (FRW) sebagai 
semesta yang dianggap stabil untuk dihuni 
sekarang. Metrik FRW ini merupakan kuantitas 
fundamental di dalam kosmologi standar. 
Metrik FRW diberikan oleh persamaan berikut; 







𝑥2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2)) 
Di mana 𝑎(𝑣) adalah faktor skala dari semesta 
dan k  adalah kurva kelengkungan dari ruang 
dan waktu. Dengan mempertimbangkan 
persamaan (1.3) dan (1.4), maka terlihat ada 
kesamaan dari kedua metrik tersebut. 
Selanjutnya, diatur agar metrik lubang hitam 
Reissner-Nordstrom tertanam di dalam semesta 
FRW dengan mengambil konstanta yang 





Misalkan elemen garis baru untuk lubang 
hitam Reissner-Nordstrom yang tertanam 
dalam semesta FRW adalah[5] 
𝑑𝑙2 = −𝐴2(𝑣, 𝑥) 𝑑𝑣2 + 𝐵2(𝑣, 𝑥)  
(1.5) 
[𝑑𝑥2 + 𝑥2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃  𝑑𝜙2)] 
 Hubungan koefisien antara 𝐴(𝑣, 𝑥) dengan 
𝐵(𝑣, 𝑥) dapat diketahui dengan mencari tensor 
medan Einsten untuk persamaan (1.5), yakni 
𝐺01 = 𝐴(𝑣, 𝑥) − 𝑓(𝑣)
?̇?
2𝐵
= 0 (1.6) 
Sedangkan nilai 𝐵(𝑣, 𝑥) dapat diketahui 
dengan membandingkan persamaan (1.3) 
dengan (1.5) yang bentuknya;  









Dengan asumsi bahwasanya massa dan muatan 
terkonsentrasi dalam singularitas. Artinya tidak 
terdapat ruang yang didistribusikan untuk 
massa dan muatan tersebut. 
 Selanjutnya dengan menggunakan 
persamaan (1.6), maka didapatkan nilai 



























Untuk kasus waktu dalam kondisi yang 
konstan 𝑣 = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛 dan kondisi untuk 
asimptotik yang datar, maka 
𝐴(𝑣 (𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛), 𝑥) bias direduksi ke dalam 
√– 𝑔00  untuk persamaan (1.3). Dengan 
demikian, kasus untuk persamaan (1.8) juga 
bisa direduksi ke dalam √– 𝑔00 kemudian 
membandingkannya dengan persamaan metrik 
FRW pada persamaan (1.4). Sehingga 
























?̇?𝑓 = 𝑤;          ?̇?𝑓 = −𝑞;   ?̇?𝑓 = −2𝑠 (1.10) 
 Dari persamaan (1.10) dan konsekuensi 
dari tereduksi ke dalam 00g  yang 
dibandingkan terhadap metrik FRW tersebut, 



















di mana 𝑀 dan 𝑄 adalah konstanta integrasi 
yang berhubungan massa dan muatan dari 
lubang hitam, sedangkan 𝑏(𝑣) adalah fungsi 
acak yang berhubungan dengan faktor skala 
semesta. 
 Dengan mensubtitusi persamaan (1.7), 
(1.8), dan (1.11) ke dalam persamaan (1.5), 
maka akan didapatkan hasil akhir dari metrik 
dari lubang hitam Reissner-Nordstrom dalam 


















































(𝑑𝑥2 + 𝑥2[𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2]) 
di mana 𝑎(𝑣) = 𝑏(𝑣)2 sebagai sebuah variable 
baru yang berhubungan dengan faktor skala 
kosmologi FRW yang diturunkan dari 
persamaan (1.11). Persamaan (1.12) di atas 
sangat menarik karena ketika 𝑎(𝑣) =
𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛, dan 𝑘 = 0, maka persamaan (1.12) 
akan kembali ke persamaan metrik Reissner-
Nordstrom seperti pada persamaan (1.1). 
 
III. Interpretasi Metrik 
Selanjutnya akan ditunjukkan 
bahwasanya metrik Reissner-Nordstrom yang 
berada dalam kosmologi FRW juga memenuhi 
identitas Bianchi. Artinya,metrik untuk solusi 
lubang hitam yang stasioner selalu bisa dibawa 
ke dalam metrik Schwarzchild dalam beberapa 
keadaan khusus. Namun sebelum itu, perlu 





Einsten-Maxwell.  Persamaan-persamaan 
tersebut adalah [3] 
𝐺𝜇𝜈 = 8𝜋 (𝑇𝜇𝜈 + 𝐸𝜇𝜈) 





yang di mana 𝑇𝜇𝜈 dan 𝐸𝜇𝜈 adalah tensor energi 
memontum untuk fluida ideal dan medan 
elekromagnet yang didefesnisikan oleh 
persamaan[3] 











Di mana 𝜌 dan 𝑝 adalah kerapatan energi dan 
tekanan isotropik. 𝑈𝜇 adalah kecepatan-4 oleh 
partikel. Sedangkan 𝐹𝜇𝜈 dan 𝐴𝜇𝜈 merupakan 
tensor kuat medan dan vektor potensial medan 
elektromagnet [1]. 
Untuk menghitung tensor Einsten (𝐺𝜇𝜈  ), 
maka terlebih dahulu menghitung tensor energi 
momentum 𝑇𝜇𝜈 dan 𝐸𝜇𝜈 untuk fluida ideal dan 
medan elektromagnet. Dengan memasukkan 
komponen-komponen tensor metrik pada 
persamaan (3.13) dan komponen 𝐹𝜇𝜈 pada 
persamaan (3.19) ke dalam persamaan (3.17),  
maka tensor energi momentum 𝑇𝜇𝜈 dan 𝐸𝜇𝜈 
diberikan oleh persamaan [5] 
𝑇0
0 = 𝜌       𝑇1
1 = 𝑇2
2 = 𝑇3


























0 = 2𝜋𝐸1 





















Selanjutnya, tensor  medan Einsten pada 
persamaan (1.13) akan dilakukan operasi 
turunan terhadap salah satu indeks, maka 
𝐺;𝜈
𝜇𝜈 = 0, maka persamaan Medan Einsten 
akan menjadi 𝑇;𝜈
𝜇𝜈 + 𝐸;𝜈
𝜇𝜈 = 0. Berdasarkan 
persamaan pada metrik FRW, 𝑇;𝜈
𝜇𝜈 = 0 yang 
tidak lazim dalam kajian kosmologi sekarang. 
















𝑔𝜇𝜌𝐹𝜈𝜎(𝐹𝜌𝜎;𝜈 − 𝐹𝜌𝜈;𝜎 − 𝐹𝜎𝜈;𝜌) 
 = −𝐹𝜇𝛼𝐽𝛼 = 0  
(1.16) 
Jadi dari persamaan (1.16)  dapat dijelaskan 
bahwasanya T  dan E  mengikuti identitas 
Bianchi. Oleh sebab itu, metrik yang diberikan 
oleh persamaan (1.12) merupakan solusi eksak 
dari persamaan Einsten-Maxwell [3]. 
 
IV. PROPERTI LUBANG HITAM 
 
Pada bagian ini akan ditunjukkan 
bagaimana dua parameter M dan Q  yang 
saling terkait dengan massa dan muatan dari 
lubang hitam, yang diasumsikan bahwasanya 
evolusi alam semesta jauh lebih lambat 
sehingga dapat digunakan aproksimasi dari 
keadaan ruang-waktu yang stasioner. Maka 
akan didapatkan persamaan massa dan muatan 
lubang hitam yang terkait dengan evolusi 



















Selanjutnya akan ditinjau dua permukaan 
dari lubang hitam yang berada dalam sistem 
koordinat kosmik. Kita mendapatkan radius 









Dan turunan waktu dari radius cakrawala 


















Di mana tanda " + " dan " − " koresponding 
terhadap diperluas dan diperpendeknya evolusi 





dalam keadaan permukaan rupa- waktu, maka 
akan didapat ?̇?𝐸𝐻 < 0 untuk semesta yang 
diperluas dan untuk ?̇?𝐸𝐻 > 0 untuk semesta 
yang diperpendek [13]. 
 Esensi dari persamaan (1.18) dan (1.19) 
untuk menjelaskan bahwasanya skala tipikal 
lubang hitam ini berhubungan erat dengan 
evolusi alam semesta. Permukaan rupa-waktu 
dan jarak cakrawala peristiwa akan menghilang 
begitu saja seiring dengan diperluasnya alam 
semesata. Sebaliknya, permukaan rupa-waktu 
dan jarak cakrawala peristiwa akan diperluas 
seiring dengan memendeknya alam semesata. 
Untuk keadaan yang asimptotik, maka faktor 
skala semestanya (𝑎 = 1) dan ?̇?𝐸𝐻 = 0, maka 
akan ditemukan dua macam permukaan secara 
bersamaan [13], yakni; 
𝑟𝑇𝐿𝑆 = 𝑟𝐸𝐻 = √𝑀2 − 𝑄2 (1.20) 
dengan membandingkan persamaan (1.20) dan 
(1.18), maka  akan ditemukan lubang hitam 
yang berada dalam semesta yang mengembang  
dengan massa 𝑀0 = 𝑀 𝑎⁄  dan muatan 𝑄0 =
𝑄 𝑎⁄ . Di mana keduanya saling bergantung 
pada skala semesta dan tidak konstan. 
 
V. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Untuk mendapatkan dinamika lubang 
hitam Reissner-Nordstrom dalam kosmologi 
FRW, maka perlu menuliskan kembali metrik 
yang bersangkutan seperti pada persamaan 
(1.12). Untuk kasus kosmologi yang 
mengembang, maka akan diambil konstanta 
kelengkungan (𝑘 = 0), sesuai data pengukuran 
arus yang dilakukan oleh Microwave 
Background Radiation (MBR) menunjukkan 
bahwasanya alam semesta  yang luas akan 
nampak seperti ruang datar[12]. Maka 
































(𝑑𝑥2 + 𝑥2𝑑𝜃2 + 𝑥2 sin2 𝜃 𝑑𝜙2)  
(1.20) 
Untuk mendapatkan persamaan gerak 
lubang hitam bermuatan, maka perlu dituliskan 
kembali persamaan (1.20) ke dalam sistem 
koordinat kosmik (Schwarzchild) seperti hal 
yang dilakukan pada persamaan (1.2). Maka 
dari itu, variabel transformasi yang memenuhi 
persamaan tersebut adalah [5] 
𝑇 = 2𝑣  𝑠 = 2𝑙 
(1.21) 









Maka persamaan (1.20) akan menjadi 






















− 𝐻2𝑟2) 𝑑𝑇 𝑑𝑟 
+ 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2)   





  yang merupakan parameter 
Hubble. Parameter Hubble mendeskripsikan 
seberapa besarnya pengembangan semesta 
tersebut. Di mana untuk keadaan 
Sistem koordinat (𝑇, 𝑟, 𝜃, 𝜙) pada 
persamaan (1.22) adalah tidak orthogonal. Oleh 
karena itu, koefisien (𝑑𝑇 𝑑𝑟) dapat 
dihilangkan dengan mengganti sebuah 
koordinat waktu yang baru (𝑡). Pengaturan 
koordinat waktu yang baru diberikan oleh 
transformasi berikut [5] 































Maka elemen garis dari persamaan (1.22) akan 
menjadi 






− 𝐻2𝑟2) 𝑑𝑡2 + 














Dengan  𝐹 merupakan faktor diferensial total 
dari koordinat waktu yang baru. Untuk 
konstanta 𝐹 dan 𝐻 masing-masing merupakan 
fungsi dari 𝑡 dan 𝑟. Dalam hal ini, dipilih nilai 
𝐹(𝑇, 𝑟) = 1. Jika diandaikan lubang hitam itu 
berada dalam keadaan vakum, maka kerapatan 
energi dan tekanannya akan menjadi nol (𝑝 =
𝜌 = 0). Dengan demikian, nilai untuk 
parameter Hubble juga akan sama nol (𝐻 = 0). 
Sehingga persamaan (6) akan kembali ke solusi 
lubang hitam Reissner Nordstrom yang statik. 
Selain itu, jika 
2𝑀
𝑟
→ 0 dan 
𝑄2
𝑟2
→ 0, maka 
persamaan (6) akan mempresentasikan solusi 
kosmologi FRW dalam sistem koordinat solar. 
Sedangkan untuk kasus kosmologi de Sitter, 
maka 𝐻 merupakan sebuah konstanta. 
 Selanjutnya, akan dicari dinamika lubang 
hitam bermuatan di bawah pengaruh medan 
elektromagnet untuk semesta yang 
mengembang, maka kita tinjau persamaan 
geodesik ruang-waktu yang dapat diturunkan 
dari persamaan Lagrangian. Persamaannya 
diberikan oleh[4] 






− 𝐻2𝑟2) ?̇?2 













di mana  
2𝑞𝑄
𝑟
?̇? merupanak bentuk interaksi 
medan elektromagnet. 
 Dengan menurunkan persamaan (1.25), 
maka akan didapatkan dinamika lubang hitam 


















+ 3𝑀𝑢2 :  sebagai akibat dari efek 
relativitas umum di mana massa 
melengkungkan geometri dari lubang hitam 




 (1 + 𝑞2)𝑢 − 2𝑄2𝑢3  : efek muatan listrik 
dari lubang hitam. Hal inilah yang membuat 
muatan itu terus terdistribusi dari pusat muatan 





  : sebagai efek dari kosmik yang 
mengalami ekspansi. 
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